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空间—波数域二维强磁场及
其梯度张量数值模拟研究
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摘要：基于磁位泊松方程提出了一种空间—波数混合域二维数值模拟方法。该方法将二维强磁性体磁位满足

的偏微分方程通过一维傅里叶变换转化为不同波数之间相互独立的常微分方程，即将二维数值模拟问题转换

为一维数值模拟问题，并利用一维有限元法进行求解，可大大降低存储需求和计算量。对求得的强磁场利用紧

算子进行迭代以获得高精度近似解。算法中保留垂向为空间域，可根据需求对网格进行灵活剖分，有利于复杂

条件下的模拟。另外，不同波数之间常微分方程相互独立，具有较好的并行性。算法充分利用了傅里叶变换的

快速性和迭代算法的稳定性，实现了强磁场及其梯度张量的二维数值模拟。设计三个模型（水平地形下的圆柱

体模型、棱柱体模型及起伏地形模型）进行计算，对文中方法数值解与解析解、ＣＯＭＳＯＬ软件所得的数值解进行

对比，结果表明该算法计算速度快、精度高，适用于起伏地形条件下的数值计算。
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０　引言

近年来，强磁性体的退磁效应逐渐成为磁场正、

反演领域的研究热点。当磁性体磁化率低于０．１ＳＩ

时，可忽略退磁效应［１］；当磁性体磁化率高于０．１ＳＩ

时，退磁效应会显著影响磁异常的幅值、形态等，进

而影响磁测数据的处理和解释结果，所以在强磁性

体磁场正、反演过程中必须考虑退磁效应的影响。

考虑到三维模型的计算量太大，且实际勘探过程中，

当地质体沿走向的尺度远大于垂直走向的尺度时

（如断层、接触带等），这类地质体可用走向方向无限

延伸的二度体近似，既能满足勘探要求，也能大大提

高计算效率［２］。

目前，对于二度体磁异常的研究多是基于弱磁

情况，可忽略退磁效应。Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙｙａ等
［３４］、Ｐｅｄｅｒ

ｓｅｎ
［５］、吴宣志［６］给出了频率域不同二度体模型的弱磁

异常场表达式；Ｔａｌｗａｎｉ等
［７］、Ｓｈｕｅｙ等

［８］、Ｐｌｏｕｆｆ
［９］、

Ｓｉｎｇｈ等
［１０］、Ｗｏｎ等

［１１］、贾真［１２］提出了空间域二度

体数值模拟算法；对于频率域弱磁正演计算方法，柴

玉璞［１３］基于偏移抽样提高了反傅里叶变换数值精

度；Ｔｏｎｔｉｎｉｆ等
［１４］研究了快速傅里叶变换扩边法与

误差的关系；Ｗｕ等
［１５］在偏移采样的基础上提出了

高斯傅里叶变换方法，有效提高了弱磁场数值模拟

的精度和效率。

考虑退磁效应的情况下，强磁场数值模拟方法

主要有以下三类：积分方程法、有限体积法和有限单

元法。Ｅｓｋｏｌａ等
［１６］基于积分方程提出了考虑退磁

效应的静磁方程，其解的准确性与代数方程组的规

模有关；Ｏｕｙａｎｇ等
［１７］基于强磁场积分方程，采用棱

柱体剖分方法实现了强磁性体的正演计算，采用

ＧａｕｓｓＦＦＴ方法减小了截断效应；Ｋｏｓｔｒｏｖ
［１８］提出

了一种采用三角单元的体积分方法求解考虑退磁效

应的二维磁场正演问题；付文祥［１９］基于体积分方法

提出一种采用三角棱柱单元拟合二度体的方法，并

给出了考虑退磁影响的无限长水平圆柱体的总磁场

强度异常的理论解析表达式；欧洋等［２０］利用有限体

积法实现了同时考虑退磁和剩磁的正演模拟；王书

惠［２１］在不引入均匀磁化设定、考虑退磁效应影响的

情况下，利用有限元计算了强磁性复杂形体的磁异

常；刘双等［２２］利用ＦｌｅｘＰＤＥ软件实现了二度圆柱

体、板状体的有限元强磁场正演，总结了退磁作用对

磁异常幅值影响的规律；另外，刘鑫磊［２３］计算了具

有各向异性、非均匀磁化率分布的任意形态地质体

的磁场，计算过程考虑了退磁效应，但计算结果可能

会不连续；Ｐｕｒｓｓｍ等
［２４］采用迭代方法推导了复杂

地形下高磁化率地质体的磁场表达式，但计算结果

误差较大。

现有的强磁场数值模拟方法大多基于有限单元

法、有限体积法等，这些方法最终都归结为大型线性

方程组的求解，对于复杂条件下的大规模二维强磁

场数值的模拟存在计算效率低的问题。此外，由重

磁位场的研究结论可知，与总磁场相比，梯度张量对

异常体边界的识别能力更强、分辨率更高，而现有关

于强磁场梯度张量的数值模拟研究较少。因此，本

文提出一种适用于大规模复杂条件（复杂磁化率分

布和起伏地形）的二度体强磁场及其张量梯度的正

演方法———空间—波数混合域二维强磁场及梯度张

量数值模拟方法。该方法利用一维傅里叶变换将空

间域二维强磁性体磁位满足的二维偏微分方程转换

为空间—波数混合域磁位满足的一维常微分方程，

利用有限单元法对每个波数下的空间—波数混合域

磁位进行计算，并利用追赶法求解定带宽线性方程

组，得到空间—波数混合域磁位，利用位场与张量梯

度之间的关系得到相应的空间—波数域磁场分量，再

经过反傅里叶变换求得空间域场。该算法通过迭代

对强磁场进行数值逼近，确保了算法稳定和收敛。

１　方法原理

１．１　控制方程

强磁性体二维磁位方程［２５］为


２犝（狓，狕）＝ ·犕（狓，狕） （１）

式中：犝 为空间域磁位；犕＝［犕狓　犕狕］
Ｔ 为空间域

磁化强度，其中 犕狓、犕狕 分别表示狓 和狕方向的磁

化强度；散度算子＝犲狓


狓
＋犲狕



狕
，其中犲狓 和犲狕 分
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别表示狓和狕方向的单位矢量。

关于磁介质受到外部磁场的作用，可用磁化强

度犕 衡量磁化程度，它与磁场强度 犎 之间的关

系为

犕 ＝χ犎 ＝χ（犎０＋犎ａ） （２）

式中：χ表示磁化率；犎０ 表示背景磁场；犎ａ 表示与

区域磁性体相关的磁异常场。对于χ＜０．１ＳＩ的弱

磁性体，犎ａ犎０，因此犎ａ可忽略不计；对于χ≥０．１ＳＩ

的强磁性体，犎ａ不可忽略。

对式（１）沿狓方向进行一维傅里叶变换，得到

空间—波数混合域磁位方程

　　

２珦犝（犽，狕）

狕
２ －犽

２珦犝（犽，狕）＝ｉ犽珮犕狓＋
珮犕狕

狕
（３）

式中：犽为狓方向的波数；珦犝 为空间—波数混合域磁

位；珮犕狓、珮犕狕 分别为狓和狕方向上的空间—波数混合

域磁化强度。

１．２　边界条件

式（３）的通解为

珦犝＝犪ｅ
犽狕
＋犫ｅ

－犽狕 （４）

式中犪和犫为常数。在笛卡尔坐标系中，令狕轴向

下为正，模型的上边界狕＝狕ｍｉｎ，下边界狕＝狕ｍａｘ，根据

上行波和下行波相关理论，上、下边界条件分别为

珦犝

狕狕＝狕ｍｉｎ

＝犽珦犝 （５）

珦犝

狕狕＝狕ｍａｘ

＝－犽珦犝 （６）

１．３　磁场和磁场梯度张量

对磁位求导可得到相应的磁异常场及其梯度张

量，空间域磁异常场犅ａ、磁异常场梯度张量犜和总

强度磁异常Δ犜
［２６］的计算公式分别为

犅ａ＝
犅ａ狓

犅ａ
（ ）

狕

＝μ
犎ａ狓

犎ａ
（ ）

狕

＝－μ

犝

狓

犝



烄

烆

烌

烎狕

（７）

犜＝
犅ａ狓狓 犅ａ狓狕

犅ａ狕狓 犅ａ

烄

烆

烌

烎狕狕

犅ａ狓

狓
犅ａ狓

狕

犅ａ狕

狓
犅ａ狕



烄

烆

烌

烎狕

（８）

Δ犜 ＝‖犅０＋犅ａ‖－‖犅０‖ （９）

式中：犅ａ狓、犅ａ狕分别表示磁异常场犅ａ的狓和狕分量；

犎ａ狓、犎ａ狕分别表示磁异常场强度的犎ａ 的狓和狕分

量；犅ａ狓狓、犅ａ狓狕、犅ａ狕狓、犅ａ狕狕表示磁异常场梯度张量的各

个分量；μ＝μ０（１＋χ）表示介质磁导率，其中μ０ 表示

真空磁导率；犅０ 为背景磁场，本文令犅０＝｜犅０｜＝

５００００ｎＴ。

由式（７）可得空间—波数混合域磁位珦犝 与珟犅ａ

磁场的关系为

珟犅ａ＝
珟犅ａ狓

珟犅ａ
（ ）

狕

＝－μ
ｉ犽珦犝

犽珦（ ）犝 （１０）

式中珟犅ａ狓和珟犅ａ狕分别表示空间—波数域磁异常场珟犅ａ

的狓和狕分量。

由式（８）可得空间—波数混合域磁位珦犝 与磁异

常场梯度张量珟犜的关系式

珟犜＝
珟犅ａ狓狓 珟犅ａ狓狕

珟犅ａ狕狓 珟犅ａ

烄

烆

烌

烎狕狕
＝μ

犽２珦犝 犽（－ｉ犽珦犝）

－ｉ犽（犽珦犝） －犽
２珦

烄

烆

烌

烎犝
（１１）

式中：珟犅ａ狓狓＝－珟犅ａ狕狕；珟犅ａ狓狕＝珟犅ａ狕狓。

１．４　空间—波数域常微分方程的求解

联立式（３）、式（５）、式（６），可求解空间—波数混

合域磁位的边值问题。

对于二维强磁性体，磁位在空间—波数混合域

满足边值问题，可采用基于二次插值的一维有限单

元法对其进行求解。该方法保留垂向方向为空间

域，可根据实际需求灵活改变垂向网格密度，兼顾了

计算精度和计算效率；利用有限元法得到的五对角

线性方程组，可利用追赶法［２７］实现方程组的高效、

高精度求解。

基于变分原理［２５］，得到与边值问题等价的变分

问题

　犉（珦犝）＝∫
狕
ｍａｘ

狕
ｍｉｎ

珦犝

（ ）狕
２

ｄ狕＋

２∫
狕
ｍａｘ

狕
ｍｉｎ

珦犝ｉ犽珮犕狓＋
珮犕狓

（ ）狕 ｄ狕＋

∫
狕
ｍａｘ

狕
ｍｉｎ

（犽珦犝）２ｄ狕＋犽 珦犝
２
狕
ｍａｘ
＋珦犝

２
狕（ ）
ｍｉｎ

（１２）

令δ犉（珦犝）＝０，在笛卡尔坐标系中，沿狕方向进

行单元剖分，采用二次插值函数，即珦犝 在每个单元

内是二次变化的。对变分问题（式（１２））逐项进行单

元分析、总体合成，得到扩展矩阵或列阵

犉（珦犝）＝狌
Ｔ犓狌－２狌

Ｔ犘 （１３）

式中：狌为某个波数在狕方向各个节点的磁位珦犝 组

成的列向量；犘＝∑犘１狇狊狕狇是源项，狇表示积分单元；五

对角矩阵犓＝∑犓１狇＋犫１＋犫２。单元矩阵犓１狇、犫１、犫２、

犘１狇和列阵狊狕狇 的求解见附录Ａ。

对犉（珦犝）求变分，得到

δ犉（珦犝）＝δ狌
Ｔ（２犓狌－２犘）＝０ （１４）

由于δ狌≠０，故
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犓狌＝犘 （１５）

　　基于磁异常场、磁异常场梯度张量与磁位之间

的关系（式（１０）、式（１１）），可得到空间—波数混合域

磁异常场珟犅ａ和磁异常场梯度张量珟犜，最后利用一维

傅里叶反变换，可得空间域的磁场犅ａ和磁异常场梯

度张量犜。

１．５　紧算子

求解空间—波数混合域磁位的边值问题时，磁

化强度犕 的表达式（式２）中存在未知项犎犪，若直接

求解，不能得到五对角线性方程组。本文采用迭代

法对真解进行逐次逼近。在电磁法数值模拟中，

ＴｏｒｒｅｓＶｅｒｄíｎ等
［２８］提出了一种电磁场扩展的Ｂｒｏｎ

近似法，这是一种基于内部场的新型近似法，通过将

背景电场投影到散射张量上对电磁场进行近似表

示，该方法适用于异常体体积较大、电阻率差异明显

及宽频的情形。Ｚｈｄａｎｏｖ等
［２９］构建了一个收敛的

Ｂｒｏｎ级数，Ｇａｏ
［３０］进一步修改得到新的收敛Ｂｒｏｎ

近似。Ｏｕｙａｎｇ等
［１７］基于前人研究，根据电磁场紧

算子推导过程构造了适用于强磁场稳定收敛的迭代

格式，其迭代公式为

　犎
（犻＋１）

＝
２犎０＋犎

（犻＋１）［ ］ａ ＋χ犎
（犻）

２＋χ
（１６）

式中：犻表示迭代次数；犎
（犻）和犎

（犻＋１）分别表示第犻

次和第犻＋１次迭代得到的总场。

１．６　算法流程

本文提出的适用于大规模复杂条件（复杂磁化

率分布和起伏地形）的二度体强磁场及其张量梯度

的正演方法，即空间—波数混合域二维强磁场及梯

度张量数值模拟方法流程见图１，具体步骤如下：

（１）输入背景场磁场强度犎０，即第一次迭代时

总磁场强度的初始值犎
（０）；

（２）利用式（２）计算空间域磁化强度犕，并通过

一维傅里叶变换得到空间—波数域磁化强度珮犕；

（３）利用有限单元法求解空间—波数域磁位的

边值问题，得到空间—波数域异常场磁位珦犝ａ；

（４）根据空间—波数域磁异常场强度与异常场磁

位的关系求解空间—波数域异常磁场强度珦犎ａ，并通

过一维反傅里叶变换，得到空间域磁异常强度犎ａ；

（５）采用空间域紧算子（式（１６）），得到校正后的

总磁场犎
（犻＋１），定义两次迭代的强磁总场的相对误

差ｅｒｒｏｒ＝
｜∑｜犎

（犻＋１）
｜－∑｜犎

（犻）
｜｜

∑｜犎
（犻＋１）
｜

。若ｅｒｒｏｒ＜ε（ε

为期望值，本文设置为１×１０－４），则输出犎ａ，并基

于空间域磁异常场犅ａ 计算空间域磁异常场梯度张

量犜；若ｅｒｒｏｒ≥ε，则返回第（２）步继续循环计算，直

至满足精度要求。

图１　空间—波数混合域二维强磁场及梯度张量

数值模拟迭代算法流程

２　算例分析

首先设计一个二维圆柱体模型和一个棱柱体模

型分别验证本文算法的正确性和高效性，然后设计

一个带起伏地形的、包含一个顺磁性异常体和一个

强磁性异常体的模型，验证正演算法对复杂条件的

适应性。算例采用串行计算，算法中的傅里叶变换

通过 ＧａｕｓｓＦＦＴ实现。算法基于Ｆｏｒｔｒａｎ９５语言

编程，电脑配置为：ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ３４１５０ＣＰＵ，主频为

３．５０ＧＨｚ，内存为１２ＧＢ。

２．１　正确性验证

设计图２所示二维圆柱体模型，圆柱体沿狔方

向无限延伸，顶部埋深为３００ｍ。模型的研究区域
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为：狓＝［－２０００ｍ，２０００ｍ］，狕＝［０，１０００ｍ］；网格

数为８００（狓）×４００（狔），水平采样间隔为５ｍ，垂向

采样间隔为２．５ｍ；观测面为狕＝０。圆柱体磁异常

场的狓 分量犅ａ狓、狕分量犅ａ狕、梯度张量水平分量

犅ａ狓／狓和垂向分量犅ａ狓／狕的解析表达式详见附

录Ｂ。该模型的总强度磁异常Δ犜、磁异常场犅ａ 及

其梯度张量犜的解析解和数值解及观测面上各点

的相对误差分别见图３、图４和图５。

图２　圆柱体模型示意图

圆柱体截面半径为２００ｍ，圆心坐标（０，５００ｍ）；背景磁场

犜０＝｜犜０｜＝５００００ｎＴ；异常体磁化率χ＝５ＳＩ，磁倾角α＝

４５°，磁偏角β＝５°。

图３　圆柱体模型总强度磁异常Δ犜解析解和

数值解（ａ）及其相对误差（ｂ）

图４　圆柱体模型磁异常场犅ａ狓（上）和犅ａ狕（下）的解析解和

数值解（ａ）及其相对误差曲线（ｂ）

图５　圆柱体模型磁异常场梯度张量犅ａ狓／狓（上）

和犅ａ狓／狕（下）的解析解和数值解（ａ）及其相

对误差（ｂ）

由图３～图５可以看出，Δ犜 的相对误差小于

０．５％，犅ａ狓和犅ａ狕的相对误差小于０．５％，犅ａ狓／狓和

犅ａ狓／狕的相对误差小于０．１％，即Δ犜、犅ａ狓、犅ａ狕、

犅ａ狓／狓和犅ａ狓／狕的解析解和数值解基本吻合，仅

在极少数零值点附近相对误差较大。该圆柱体模型

的正演结果验证了本算法的正确性。

图６为该模型的磁异常水平分量犅ａ狓和垂直分量

犅ａ狕的相对误差随迭代次数的变化曲线。可以看出，

经９次迭代后，计算结果即可满足迭代终止条件。

改变圆柱体的磁化率χ（０～１００ＳＩ），统计采用本

文算法进行正演的迭代次数，结果见图７。可以看

出，随着χ的增大，所需迭代次数呈近似线性增大

趋势。

图６和图７表明本文迭代算法适应于不同磁化

率的模型，收敛稳定。

图６　 磁异常分量相对误差随迭代次数变化曲线
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图７　迭代次数随圆柱体磁化率χ的变化曲线

２．２　算法效率分析

引用文献［３１］中的二度体模型（图８），对比本文

算法与ＣＯＭＳＯＬ软件
［３２］的计算效率。模型包含一

个板状异常体，顶面埋深１００ｍ，大小为１００ｍ（狓）×

２００ｍ（狕）；模拟研究区域为：狓＝［－５００ｍ，５００ｍ］，

狕＝［０，５００ｍ］，剖分网格数为２００×１００，水平采样间

隔和垂向采样间隔均为５ｍ。

图８　棱柱体模型示意图

背景磁场犜０＝５００００ｎＴ，异常体磁化率χ＝１ＳＩ，

磁倾角α＝４５°，磁偏角β＝９０°。

参照文献［３１］中利用有限体积法计算得到的数

值解，衡量ＣＯＭＳＯＬ软件和本文算法的精度。引

入相对均方根误差ｒｒｍｓ
［３３］统计整条观测线上总强

度磁异常Δ犜的相对误差

ｒｒｍｓ＝
∑
犖

犻＝１

（犡犻－犢犻）槡
２


犖

犻＝１

犢２槡 犻

×１００％ （１７）

式中：犖 表示观测总点数；犡犻 表示ＣＯＭＳＯＬ或者

本文算法计算得到的第犻个观测点的总强度磁异

常；犢犻表示有限体积法计算得到的第犻个观测点的

总强度磁异常。

当网格数为２００×１００时，采用本文算法的ｒｒｍｓ

为２．８４％，计算时间０．７５ｓ，占用内存１２．０ＭＢ。表１

为不同网格剖分方案下基于ＣＯＭＳＯＬ软件的计算

精度、耗时和内存占用。基于ＣＯＭＳＯＬ计算时需对

研究范围进行扩边处理，当网格扩边４倍时，ｒｒｍｓ为

２．９２％，计算时间６１８ｓ，占用内存２３８７．１ＭＢ。因此，

与ＣＯＭＳＯＬ软件相比，在获得相似精度的情况下，本

文算法耗时更短，占用内存更少，计算效率更高。

表１　ＣＯＭＳＯＬ计算时间与占用内存统计

网格数
ｒｒｍｓ

％

计算时间

ｓ

占用内存

ＭＢ

２００×１００（不扩边） １１０．９０ １４ ８０．５

６００×３００（扩边２倍） ９．５７ １３０ ８８７．４

１０００×５００（扩边４倍） ２．９２ ６１８ ２３８７．１

　　有限体积法、ＣＯＭＳＯＬ软件（扩边４倍）和本文

算法的总强度磁异常见图９ａ，以有限体积法的数值

解为参照，采用ＣＯＭＳＯＬ软件和本文方法计算结

果的相对误差见图９ｂ。可以看出，采用ＣＯＭＳＯＬ

软件和空间—波数域方法计算得到的总强度磁异常

与有限体积法的计算结果图形均大致吻合。

对于图８模型，改变模型网格剖分个数，分析本

文算法计算时间和占用内存随网格节点数的变化，

结果见图１０和表２。对比表１与表２，可见本文算

法计算时间更短、占用内存更少，占用内存和计算时

间与网格节点数均呈现近似线性正相关变化趋势。

图９　棱柱体模型不同方法得到的总强度磁异常Δ犜（ａ）及

相对误差（ｂ）

图１０　棱柱体模型本文算法计算时间和占用内存

随网格剖分节点数的变化



　２３４　　 石 油 地 球 物 理 勘 探 ２０２３年　

表２　棱柱体模型本文算法计算时间与占用内存统计

网格数 计算时间／ｓ 占用内存／ＭＢ

２００×１００ ０．７５ １２．０

４００×２００ ２．９４ ４３．１

６００×３００ ５．９６ １０８．８

８００×４００ ９．５０ １８３．８

１０００×５００ １４．３９ ２８０．２

２．３　适应性验证

为了验证本文正演算法对复杂模型的适应性，

设计一个起伏地形模型（图１１），模型同时包含顺磁

性异常体和强磁性异常体。模型的背景磁场犜０＝

５００００ｎＴ，磁倾角α＝４５°，磁偏角β＝５°。研究区域：

狓＝［－２０００ｍ，２０００ｍ］，网格数为４００；狕＝［－３２０ｍ，

８２０ｍ］，其中狕方向区间［３２０ｍ，８２０ｍ］为起伏地形

最低点以下的计算区域，网格数为１００。起伏地形

高程满足函数

犳（狓）＝
１

５
（２０００－狘狓狘）ｓｉｎ

狓
１００π

狓∈ ［－２０００，２０００］ （１８）

图１１　起伏地形模型示意图

异常体１：磁化率χ１＝０．００１ＳＩ，圆心坐标（－１０００ｍ，５５０ｍ），

半径狉＝２００ｍ；异常体２：磁化率χ２＝１．５ＳＩ，圆心坐标（１０００ｍ，

６００ｍ），半径狉＝１００ｍ。异常体沿狔方向无限延伸。

基于该模型研究起伏地形条件下插值平面个数

对数值解计算精度的影响。起伏地形在狕方向的区

域为［－３２０ｍ，３２０ｍ］，该方向采用均匀网格剖分，

将插值平面个数分别设为５、９、１３、１７、２１、２５、２９和

３３。采用式（１７）计算整条起伏观测线上的总强度磁

异常Δ犜、磁异常场犅ａ及梯度张量犜的解析解。

图１２为该起伏地形模型的总强度磁异常、磁异

常场及梯度张量的解析解和数值解的相对均方根误

差随插值平面个数的变化曲线。可以看出，总强度

磁异常、磁异常场与其梯度张量的ｒｒｍｓ均随插值平

面个数的增加而降低。采用５个平面进行插值时，

起伏地形上总强度磁异常、磁异常场与其梯度张量

的ｒｒｍｓ均大于１％；当采用２５个及以上不同高度

平面进行插值时，起伏地形上总强度磁异常、磁异常

场与其梯度张量的ｒｒｍｓ均低于１％，约为０．９％，说

明采用２５个插值平面即可达到满意的计算精度。

图１２　ｒｒｍｓ随插值平面数的变化曲线

另外，采用２５个插值平面时，耗时约２．３３０ｓ，

占用内存５２．８ＭＢ，表明本文算法计算速度快、占用

内存小，适用于复杂地形下二度体磁异常场及其梯

度张量的计算，计算效率较高。

采用２５个高度平面进行插值，基于本文方法得

到的总强度磁异常、磁异常场及其梯度张量分别见

图１３、图１４和图１５。可以看出，解析解和数值解的

吻合度很高，表明了本文算法对复杂地形模型的计

算精度较高。

图１３　起伏地形模型总强度磁异常解析解与数值解对比

图１４　起伏地形模型磁异常场解析解和数值解对比

（ａ）犅ａ狓；（ｂ）犅ａ狕
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图１５　起伏地形模型磁异常场梯度张量解析解和

数值解对比

（ａ）犅ａ狓／狓；（ｂ）犅ａ狓／狕

３　 结论

针对强磁性体的退磁效应不能忽略的问题，本

文提出了一种空间—波数混合域二度体磁异常场及

其梯度张量正演方法。该算法充分利用了傅里叶变

换的快速性、追赶法求解的高效性和迭代算法的稳

定性的优势，实现了二维强磁性体磁异常场及其梯

度张量的高效、高精度数值模拟。设计了水平地形

圆柱体模型进行数值试验，通过对比解析解与数值

解验证了本算法的正确性和较高的精度；以有限体

积法数值解为参照，对比了本文算法和ＣＯＭＳＯＬ

软件的计算效率，证明了本算法的高效性；利用起伏

地形下同时包含顺磁性异常体和强磁性异常体的复

杂模型验证了本算法对复杂地质条件的适应性。另

外，在本文算法的计算环节中，正、反傅里叶变换和

求解常微分方程这两个环节均有很好的并行性，采

用并行方式可进一步提高计算效率。本文为地下二

度体磁异常场及其张量梯度的正演提供了一种高

效、高精度算法，对于二度体磁异常的反演和人机交

互正、反演解释具有重要意义。

附录犃　三维强磁场变分问题求解

求解变分问题（式（１２））时，可将其写为

犉（珦犝）＝∫狇
珦犝

（ ）狕
２

ｄ狕＋∫狇（犽珦犝）
２ｄ狕＋

２∫狇珟犑珦犝ｄ狕＋犽 珦犝
２
狕
ｍａｘ
＋珦犝

２
狕（ ）
ｍｉｎ

（Ａ１）

式中

珟犑＝ｉ犽珮犕狓＋
珮犕狓

狕
（Ａ２）

令

犖＝ （犖犼，犖狆，犖犿）
Ｔ

狌狇 ＝ （狌犼，狌狆，狌犿）
烅
烄

烆
Ｔ

（Ａ３）

式中：犼、犿分别为单元两端节点坐标；狆为单元中点

坐标；积分区域狇为单元范围。可得

狌＝犖
Ｔ狌狇 ＝狌

Ｔ
狇犖 （Ａ４）

　　式（Ａ１）中第一项单元积分为

∫狇
狌

（ ）狕
２

ｄ狕＝狌
Ｔ
狇∫狇

犖

狕
犖

Ｔ

狕
ｄ（ ）狕狌狇

＝狌
Ｔ
狇犓１狇狌狇 （Ａ５）

其中

　　犓１狇 ＝∫狇
犖

狕
犖

Ｔ

狕
ｄ狕＝

１

３犾

７ －８ １

－８ １６ －８

１ －

烄

烆

烌

烎８ ７

（Ａ６）

式中犾为单元长度。

式（Ａ１）中第二项单元积分为

　　∫狇犽
２狌２ｄ狕＝狌

Ｔ
狇∫狇犽

２犖犖Ｔｄ（ ）狕狌狇 ＝狌Ｔ狇犓２狇狌狇
（Ａ７）

其中

犓２狇 ＝∫狇犽
２犖犖Ｔｄ狕＝

犾犽２

３０

４ ２ －１

２ １６ ２

－

烄

烆

烌

烎１ ２ ４

（Ａ８）

　　式（Ａ１）中第三项单元积分为

　　　　　　∫狇珟犑狌ｄ狕＝∫狇犑ａ狕狌ｄ狕 （Ａ９）

利用形函数可将上式中的犑ａ狕表示为

　　　犑ａ狕 ＝犑ａ狕犼犖犼＋犑ａ狕狆犖狆＋犑ａ狕犿犖犿

＝犖
Ｔ狊狕狇 ＝狊狕

Ｔ
狇犖 （Ａ１０）

其中

　　　　　狊狕狇 ＝ （犑ａ狕犼，犑ａ狕狆，犑ａ狕犿）
Ｔ （Ａ１１）

则式（Ａ９）中右端项可表示为

∫狇犑ａ狕狌ｄ狕＝狌
Ｔ
狇∫狇犖犖

Ｔｄ（ ）狕狊狕狇 ＝狌Ｔ狇犘１狇狊狕狇 （Ａ１２）

其中

　犘１狇 ＝∫狇犖犖
Ｔｄ狕＝

犾
３０

４ ２ －１

２ １６ ２

－

烄

烆

烌

烎１ ２ ４

（Ａ１３）

　　式（Ａ１）中，狕＝狕ｍｉｎ、狕＝狕ｍａｘ分别为第一个和最

后一个节点，可将其分别扩展为

　　　　　　
犽狌２狕

ｍｉｎ
＝狌

Ｔ犫１狌

犽狌２狕
ｍａｘ
＝狌

Ｔ犫２
烅
烄

烆 狌
（Ａ１４）

其中
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　　　　　　犫１ ＝

犽

　０

　　…

　　　

烄

烆

烌

烎０

（Ａ１５）

　　　　　　犫２ ＝

０

　０

　　…

　　　

烄

烆

烌

烎犽

（Ａ１６）

综上所述，式（Ａ１）可表示为

　　　　　犉（狌）＝狌
Ｔ犓狌－２狌

Ｔ犘 （Ａ１７）

附录犅　二维圆柱体强磁场及其梯度
张量解析解

　　假设沿走向无限长圆柱体的磁化率为χ，半径

为犪，则该圆柱体外的犎ａ可以表示为

犎ａ＝

　

犆ｍ
狉４

（狓－狓０）
２
－（狕－狕０）

２ ２（狓－狓０）（狕－狕０）

２（狓－狓０）（狕－狕０） （狕－狕０）
２
－（狓－狓０）

［ ］２ 犎０
（Ｂ１）

犆ｍ ＝ χ

２＋χ
犪２ （Ｂ２）

式中狉＝ （狓－狓０）
２＋（狕－狕０）槡

２表示观测点（狓，狕）

到磁异常体中心（狓０，狕０）的距离。

沿走向无限长圆柱体的磁场梯度张量

　犜＝

犅ａ狓

狓
犅ａ狓

狕

犅ａ狕

狓
犅ａ狕



烄

烆

烌

烎狕

＝μ

犎ａ狓

狓
犎ａ狓

狕

犎ａ狕

狓
犎ａ狕



烄

烆

烌

烎狕

（Ｂ３）

其中

犎ａ狓

狓
＝－
犎ａ狕

狕

＝
２犆ｍ
狉６
［犎０狓（狓－狓０）［３（狕－狕０）２－（狓－狓０）２］＋

犎０狕（狕－狕０）［（狕－狕０）
２
－３（狓－狓０）

２］］ （Ｂ４）

犎ａ狓

狕
＝
犎ａ狕

狓

＝
２犆ｍ
狉６
［犎０狓（狕－狕０）［（狕－狕０）２－３（狓－狓０）２］＋

犎０狕（狓－狓０）［（狓－狓０）
２
－３（狕－狕０）

２］］ （Ｂ５）
式中犎０狓、犎０狕分别为背景磁场犎０ 的狓分量和狕

分量。
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